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Рассматривается задача оптимального управления для линейного эллиптиче-
ского уравнения с критерием оптимальности по границе области. Построена разност-
ная аппроксимация задачи, установлены оценки точности аппроксимаций по состоя-
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Численная реализация многих методов решения задач оптималь-

ного управления невозможно без их конечномерных аппроксимаций. В 
практике часто для такой аппроксимации применяется разностный метод. 
Основными проблемами при аппроксимации задач оптимального управ-
ления являются вопросы сходимости аппроксимаций по состоянию, 
функционалу и управлению [1, гл. 3]. 

В работах [2-6] и др. изучены вопросы сходимости разностных ап-
проксимаций задач оптимального управления для эллиптических уравне-
ний с критерием оптимальности по рассматриваемой области. 

В данной работе исследуется сходимость разностных аппроксима-
ций одной задачи оптимального управления для эллиптического уравне-
ния с критерием оптимальности по части границы области. Построена 
разностная аппроксимация задачи, установлены априорные оценки и 
оценки точности погрешности разностного метода по состоянию и функ-
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ционалу, доказана слабая сходимость по управлению и проведена регуля-
ризация аппроксимаций по Тихонову. 

 
Постановка задачи и ее корректность 

Пусть управляемый процесс описывается в прямоугольнике 
( ) ( ){ }2,10:, 21 =<<==Ω ilxxxx ii  линейным уравнением эллиптического 

типа 
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при краевых условиях 

( ) ( ) ( ) 1
1

1 , −Γ∈=+
∂
∂

− xxguxp
x
uxk ,                                          (2) 

( ) 1\,0 −ΓΓ∈= xxu ,                                                             (3) 
где Γ - граница прямоугольника ( ){ }221211 0,0:,, lxxxxx <<===ΓΩ − - левая 
вертикальная сторона прямоугольника Ω ; ( ) ( ) ( ) ( ) ( )221 ,0,,, xpxpxqxkxk = - 
заданные функции, ( ) ( ) ( )2,0, xgxgxf = - управляющие функции, ( ) ( )( )xgxfv ,=  
- управление, ( ) ( )vxuxuu ,== - состояние процесса- решение задачи (1)-
(3) соответствующее управлению v . Относительно заданных функций 
будем предполагать следующее : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 ,, −∞∞∞ Γ∈Ω∈Ω∈ LxpLxqWxki ; 

( ) ( )i
j

j

i
iii x

k
xk γµν ≤

∂
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≤≤< ,0  ( )2,1, =ji , 

( ) 100 qxqq ≤≤≤   п.в. на Ω ; ( ) 100 pxpp ≤≤<  п.в. на 1−Γ , 
где  ( ) 0,, >j

iii γµν  ( ) 0,,0,,2,1, 1010 >≥= ppqqji - заданные числа. 
Введем множество допустимых управлений 

( ) ( )1
1
22 −Γ×Ω=⊂×= WLHGFV , 

( ) ( ){ }RfLxfF ≤Ω∈=
Ω,22 : , 

( ) ( ) ( )
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
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Γ≤≤≤Γ∈= −−     на п.в. ,: 12
2

101
1
2 g

dx
dggxggWxgG  ,     (4) 

где 102 ,,0, gggR >  - заданные числа.  
Рассмотрим задачу о минимизации функционала 

( ) ( ) ( )∫
−Γ

−=
1

2

0, dxxuvxuvJ                                               (5) 

49 



на решениях ( )vxuu ,=  краевой задачи (1)-(3), соответствующих всем до-
пустимым управлениям Vv∈ , где ( ) ( ) ( )1

1
2200 ,0 −Γ∈= Wxuxu  - заданная 

функция. 
Используемые в работе обозначения функциональных пространств 

и их норм и полунорм соответствуют [7, 23] . 
Под обобщенным решением краевой задачи (1)-(3) при фиксиро-

ванном управлении Vv∈  понимается функция ( ) ( ) ( )Ω∈= 1
0,2, Wvxuxu , 

удовлетворяющая тождеству 

∫∫ ∫ ∫∫ ∫∑
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1
dsgdxfdspudxqu

xx
uk

i ii
i ηηηηη ,             (6) 

для всех ( ) ( )Ω∈= 1
0,2Wхηη . Здесь ( )Ω1

0,2W  есть подпространство про-

странства ( )Ω1
2W  плотным множеством, в котором является множество 

всех функций из ( )Ω1C , равных нулю вблизи 1\ −ΓΓ .  
Используя результаты из [7, 112 -116], [8, 40-42 ] можно показать, 

что при каждом заданном Vv∈   существует единственное обобщенное 
решение ( ) ( ) ( )Ω∈= 1

0,2, Wvxuxu  задачи (1)-(3) и справедлива оценка. 

( ) ( ) ( )
1,2,21

1

,2
,

−ΓΩΩ
+≤ gfMvxu .                                  (7) 

Кроме того, обобщенное решение из ( )Ω1
0,2W  краевой задачи (1)-(3) при-

надлежит также пространству ( ) ( ) ( )Ω∩Ω=Ω 1
0,2

2
2

1
0,2 WWW  и верна оценка 

[7, 112-133], [8, 32-46] 
( ) ( ) ( )( )1

,2,22
2

,2 1
,

−ΓΩΩ
+≤ gfMvxu .                                 (8) 

Здесь и ниже положительные постоянные, не зависящие от оцениваемых 
величин и допустимых управлений, обозначаются через ( ),..2,1=jM j .  

Можно доказать, что если последовательность { } Η⊂kv  слабо в Η  
сходится к Η∈v , то ( ) ( )vJvJ k → , т.е. функционал (5) слабо непрерывен 
на Η  и в задаче (1)-(5) множество оптимальных управлений 

( ) ( ){ }{ }VvvJJvJVvV ∈==∈= ∗∗∗∗ :inf:  не пусто, слабо компактно и 
любая минимизирующая последовательность { }kv  слабо в Η сходится к 

∗V  [ 9 ]. 
 

Разностная аппроксимация задачи и корректность аппроксимаций 
Для аппроксимации задачи (1)-(5) введем следующие сетки на 

[0, il ] ( )2,1=i  и на Ω : 
( ) [ ]{ }iiiiiiii

j
ii lhNNjlhjx i ==∈== ,,....,1,0,,0ω , 
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( )iii l,0∩=ωω , ( ]iii l,0∩=+ ωω , [ )iii l,0∩=− ωω  ( )2,1=i , 

21 ωωω ×= , 21 ωωω ×= , ωωγ \= , { } 211 0 ωγ ×==− x , 
,}{ 2111 ωγ ×==+ lx , },0{ 212 =×=− xωγ  }{ 2212 lx =×=+ ωγ , 

( )211 ,0 l∪= −
+
− γγ , ( )2211

0
,0\ hl −= −− γγ , ( )

1
1

−
− ∪= γωω . 

Пусть 2
2

2
1

2 hhh += , ( ) iiii hx ==  , если iix ω∈  и ii h5,0= , если 

ii lx ,0=  ( )2,1=i . Введем следующие скалярные произведения и нормы 

для сеточных функций, заданных на сетке ω  или на ее частях : 
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−−
= γγ

uuu . 

Введем также элементарные ячейки 
( ) { }iiiiiiii hxhxxe 5.05.0: +<≤−= ξξ , iix ω∈ , 

( ) { }iiii he 5.00:0 <≤= ξξ , 

( ) { }iiiiiii lhlle ≤≤−= ξξ 5.0: ( )2,1=i , ( ) ( ) ( ) ω∈×= xxexexe ,21 . 

Пусть Ω∈
~
ω - разные сетки в области Ω . Через 














 ~

1
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~

2 , ωω WL  бу-

дем обозначать пространства сеточных функций, определенных на соот-

ветствующих сетках 
~
ω  с нормами ~

,2 ω
⋅ , 

( )1

,2
~
ω

⋅ . 

Для функций ( )xu  непрерывного аргумента определим одномер-
ные усредняющие операторы по Стеклову iS  по переменным ( )2,1=ixi : 

( ) ( )( )
( )
∫=

ii xe
ii

i
i dxuxuS ξξ



1 , iix ω∈  ( )2,1=i , 

где ( ) ( )211 , xx ξξ = , ( ) ( )212 ,ξξ xx = . 
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Задаче оптимального управления (1)-(5) поставим в соответствие 
следующее семейство конечномерных сеточных задач оптимального 
управления : требуется минимизировать сеточный функционал 

( ) ( ) ( )∑
−∈

−=
1

2

2

0u ,
γx

hhhh hxvxyvJ                                          (9) 

при условии, что ( ) ( )hvxyxyy ,== - решение следующей сеточной задачи 
состояния, являющейся разностной аппроксимацией краевой задачи (1)-
(3) на сетке ω : 

( ) ( ) ω∈=+









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x
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( ) 1\,0, −∈= γγxvxy h ,                                             (12) 
а сеточные управления ( ) ( )( )xgxfv hhh ,=  принадлежат множеству допус-
тимых сеточных управлений 

( )( ) ( )1
1
2

1
2 −

− ×=Η⊂×= γω WLGFV hhhh , 
( ) ( )( ) ( ){ }RfLxfF hhh ≤∈= −

−
1,2

1
2 :

ω
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )






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121101
1
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γγγ xgxgxgxggWxgxgG hxhhhh .  (13) 

Здесь  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
211200 ,,,, −

− ∈=∈== ωγ xxqSSxqxxpSxpxuxu hhh
. 

На основе энергетического метода можно показать, что сеточная 
краевая задача (10)-(12) однозначно разрешима для каждого заданного се-
точного управления hh Vv ∈  и справедлива априорная оценка [8, 120-122 ]: 

( ] ( )( )
1

1

1 1
2 ,2,23

2
1

2

1
21

2
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2
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22 5.0,1
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+
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









+++∑ ∑ ∑ ∑
= ∈ ∈ ∈

γω
γ γ ω
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i x x x

xix gfMhhyhyhhyy
i

. (14) 

Кроме того, используя оценки (14) и конечномерный аналог тео-
ремы Вейерштрасса [10, 74] можно доказать, что для каждого 0>h  су-
ществует, по крайней мере, одно оптимальное управление hh Vv ∈∗  задачи 
(9)-(13), т.е. множество ( ) ( ){ }{ }hhhhhhhhhh VvvJJvJVvV ∈==∈= ∗∗∗∗ :inf:  не 
пусто.  

 
Априорные оценки сеточной задачи по состоянию и по функционалу 

Пусть ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) hhhh VxgxfvVgfv ∈=∈= ,,, ξξ  -произвольные 
фиксированные управления, ( ) ( ) ( ) ( )hvxyxyvuu ,,, == ξξ - соответствую-
щие им решения задач (1)-(3) и (10)-(12). Обозначим через 
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( ) ( ) ( ) ( )vxuvxyvvxzxz hh ,,,, −== , ω∈x  погрешность разностного метода 
по состоянию. Установим априорную оценку для погрешности ( )xz . Раз-
ностную задачу (10)-(12) можно представить в следующей форме:  

( ) 121 , −∪∈=+= γωϕ xxyAyAAy h ,                                 (15) 
( ) 1\,0, −∈= γγxvxy h ,                                          (16) 

где 
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

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∈
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

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

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
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Используя (15)-(19) для погрешности  приходим к задаче [8, 122 ] 
( ) 1, −∪∈≡−= γωψϕ xxAuAz hh ,                                        (20) 

( ) 1\,0 −∈= γγxxz ,                                                     (21) 
где 
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( ) ( ) ( )








∂
∂

−= −
−

−

i

i
iix

i
ii x

ukSukx
i

5.0
3

5.0η  ( ) ω∈= xi ,2,1 ,                  (24) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 121213 , −∪∈−= γωη xxuxqSSxuxqSSx ,                (25) 
( ) ( ) ( ) 1214 , −∪∈−= γωη xxfSSxfx h ,                                   (26) 
( ) ( ) ( ) 125 , −∈−= γη xxgSxgx h  .                                           (27) 

Здесь ( ),,5.0 2111
)5.0 1( xhxkk −=−   ( ),5.0, 2212

)5.0 2( hxxkk −=−  
Теорема 1. Пусть ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) hhhh VxgxfvVgfv ∈=∈= ,,, ξξ  -

произвольные управления, ( ) ( )hvxyvu ,,,ξ - соответствующие им решения 
задач (1)-(3) и   (10)-(12). Тогда для любых 0>h  справедлива оценка 

( ] ≤












+++∑ ∑ ∑ ∑
= ∈ ∈ ∈+

− −

2
1

2

1
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2
2

2
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1 1
2
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i x x x
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i

γ γ ω

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 ,22,221
2

,24
−

− −+−+≤
Ω γω

xgSxgxfSSxfuhM hh .      (28) 

Доказательство. Умножая обе части (15) скалярно на z  и приме-
няя формулы суммирования по частям [8, 52 ] приходим к соотношению 

( )( ] ( ) ( ) ( )∑ ∑ ∑ ∑
= ∈ ∈ ∈

−

− −

++++
2

1
21

2
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2
2

225.0

1 1
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i
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1
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) −−−+ ∑

−

−
∈

22,25
1

1
,,, hxzvxuxpSvxuxpz

x
h

γ
γη  

∑
+
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
















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
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







∂







 −∂






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 −−






 −−

1

22 2
2

2
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2
2111

2
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2
,

2
,

2
,0

γx
xx hz

x

hxxu
hxxkSuhxk . 

Учитывая здесь условия ( ) iii xk µν ≤≤<0  ( )2,1=i , ( ) 100 qxqq ≤≤≤  п.в. 
на Ω , ( ) 100 pxpp ≤≤< , п.в. на 1−Γ , и рассуждая аналогично работе [8, 
122 ] приходим к оценке 

( ] ( ) ( )

 +++≤













+++ −−
+
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−
∑∑ ∑ ∑ ∑
== ∈ ∈ ∈
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1
12 ,24

2

1
,235

2
1

2

1
21

2
2

2
21

22 |]||5.0,1
ωω

γ γ ω
ηηη

i
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i x x x
xix

Mhhzhzhhzz
i

 

( ) ( )




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







−++ ∑

−
−

∈

2
1

2
2

2,25
1

1
γ

γ
η

x
hxuSxu .                                (29) 
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В работе [8, 117, 123 ] доказана, что справедливы неравенства 
( ) ( ) ( )

( ) ( )2,1,,2

,2
2

1
215 ωη ∈≤ −

+ xuhhhMx
xeii ,                        (30) 

( ) ( ) ( )
( )

1
2

,2
2

1
2182 , −

− ∈≤ γη xuhhhMx
xe

,                            (31) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
2

,2
2

1
2192 , −

− ∈≤− γxuhhhMxuSxu
xe

.                         (32) 

Оценим теперь функционал ( )x3η  определяемый по формуле (25). 
Используя формулы (25) и неравенства Коши- Буняковского получим 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

≤−=−= ∫∫
xe

dxuuq
h

xuxqSSxuxqSSx ξξξη
21

21213
1


 

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

1

2
1

22
1

211

2
1

2
2

1

2

21

,1
−

− ∪∈









−≤










−










∫∫∫∫∫∫ γωξξξξξξ xdxuuhqdxuudq

h xexexe




. 

Учитывая здесь неравенство [8, с. 142 ] 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )12

,210

2
1

2 , −∈≤









−∫∫ ωξξ xuhMdxuu

xe
xe

, 

получим оценку 
( ) ( ) ( )

( ) ( )12

,2
2

1
21113 , −−

∈≤ ωη xuhhMx
xe

 .                              (33) 

Подставляя найденные оценки (30)-(33) в (29), приходим к оценке 
(28). Теорема 1 доказана. 

Установим теперь оценку погрешности сеточного функционала 
( )hh vJ  задачи (9)-(13). Пусть ( ) 12 ),,0( −∈= γµµ xxx  - сеточная функ-

ция заданная на сетке 1−γ  и такая,  что 0),0()0,0( 2 == lµµ . Через 

( ) 1, −∈ ГRh ξξµ  будем обозначать кусочно-постоянное восполнение на 

1−Г  сеточной функции ( ) 1, −∈γµ xx  определяемое по формуле 
( ) ( ) 1),(, −∈∈= γξµξµ xxexRh .                                (34) 

Лемма 1. Пусть ( ) ( )1

1

2

0

−∈ ГWξµ - некоторая функция,  ( ) 1, −∈γµ xx  

- значения функции ( )xµ  на узлах сетки 1−γ . Тогда справедливы оценки 

( ) ( ) ( ) ( )1

,212,21,2 11 −−
≤=

− ГГh MRx ξµξµµ
γ

,                    (35) 

( ) ( ) ( )
1

1
,22

2
2,2

,0

−
−
≤−

Г
Гh d

dhR
ξ
ξµξµξµ .                       (36) 
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Доказательство. Используя очевидное неравенство 
( ) ( )222 2 baba +≤+   и неравенство Коши-Буняковского, получим 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
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− ∈ ∈ ∈
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1 22 22 22 22

1 2
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где ( )( ) 2
1

212 1,max2 lM = . Отсюда следует справедливость оценки (35). 
Докажем оценку (36). Используя неравенство Коши-Буняковского, 

имеем 
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x Гxex xe xe d
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d
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d
d
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Отсюда следует оценка (36). Лемма 1 доказана. 
Теорема 2. Для любых управлений Vv∈  и hh Vv ∈  задач опти-

мального управлений (1)-(5) и (9)-(13) соответственно и любых 0>h  для 
погрешности сеточного функционала ( )hh vJ  задачи (9)-(13) справедлива 
оценка 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1
1 ,22,22113

−
− −+−+≤−

γω
xgSxgxfSSxfhMvJvJ hhhh .     (37) 

Доказательство. Пусть Vv∈  и hh Vv ∈ - произвольные управле-
ния, а ( )vu ,ξ  и ( )hvxy , - соответствующие им решения задач (1)-(3) и (10)-
(12).  Используя (5) и (9), имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )hhhhhh vvAvvAvJvJ ,, 21 +=− ,                                   (38) 
где 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

,20

2

,20
1

11
,,,

−− ΓΓ
−−−= ξξξξ hhhhh uRvuRuvuvvA , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

,20

2

,20
2

11
,,,

−− ΓΓ
−−−= xuvxyuRvuRvvA hhhhhh ξξ . 
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Нетрудно убедиться, что для величин ( ) ( )hh vvA ,1 , ( )( )hh vvA ,2  спра-
ведливы следующие оценки: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ +−+−≤
−−− ΓΓΓ 111 ,2,200,2

1 ,,,, vuuRuvuRvuvvA hhhhh ξξξξξ  

( ) ( ) ( ) ]
111 ,20,2,2

,
−−− ΓΓΓ

+++ ξξξ uzRvuR hhh , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

1111 ,20,2,2,2
2 2,,,,,

−−−−
++−≤

γγγγ
xuvxuvxyvxuvxyvvA hhhhh  

Тогда, проводя оценки правых частей этих неравенств на основе 
оценок (7),(14),(35),(36),(28) и принимая по внимание представление (38) 
получаем оценку (37). Теорема 2 доказана. 

 
Сходимость сеточных задач по функционалу и управлению.  

Регуляризация аппроксимаций 
Определим некоторые восполнения на Ω  и 1−Γ  сеточных управле-

ний. Для сеточного управления ( )xfh , ( )1−∈ωx  построим кусочно-
постоянное восполнение на Ω  по формуле 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 ,, −∗ ∈∈= ωξξ xxexffP hhh ,                                  (39) 
где 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }11111111111111112211 5,1:,2,...,,0,, lhlhlehlhxxexexexexe ≤≤−=−−==×= ∗∗∗∗∗ ξξ  , 

( ) { } ( ) ( ) 22222222222222 2,....,3,2,,5,10: hlhhxxexehhe −==<≤= ∗∗ ξξ , 
( ) { }22222222 5,1: lhlhle ≤≤−=−∗ ξξ . 

Для сеточного управления ( ) ( ) 12 ,,0 −∈= γxxgxg hh  построим поли-
линейное восполнение на 1−Γ . Продолжим функцию ( ) 222 , ω∈xxgh  на 

2ϖ , пологая ( ) ( )2,00,0 hgg hh = , ( ) ( )222 ,0,0 hlglg hh −= . Пусть ( ) ( ) 122
2 , −Γ∈ξξhh gP - 

полилинейное восполнение сеточного управления ( ) 1, −∈γxxgh  на 1−Γ  
определяемое по формуле 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) +∈∈−+= 2222222
2 ,~,

2
ωξξξ xxexxgxggP

xhhhh  ,    (40) 

где  ( ) { } +∈≤≤−= 222222222 ,:~ ωξξ xxhxxe . 
Определим теперь некоторые дискретизации управлений непре-

рывного аргумента. Пусть 
( ) ( ) ( ) ( )1

21
1 , −∈= ωxxfSSxfQh                                    (41) 

усреднение функционального управления ( ) Ω∈ξξ ,f , и  
( ) ( ) ( ) 1
2 , −∈= γxxgxgQ hh                                          (42) 

значения функционального управления ( ) 1, −Γ∈ξξg   в узлах сетки 1−γ . 
Введем отображения Η→Η hhP : , hhQ Η→Η: , действующие по 

правилам vvP hh = , где ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) hhhhhhhhh vvQgPfPvxgxfv === ;,,, 21 ξξ , 
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где ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xgQxfQvgfv hhh
21 ,,, == ξξ . Нетрудно показать, что для 

любых управлений VvVv hh ∈∈ ,  имеют место включения hhhh VvQVvP ∈∈ , . 
Лемма 2. Для любых управлений hh VvVv ∈∈ ,  справедливы оценки 

( ) ( ) hMQJvJ hh 14≤− ν ,                                     (43) 

( ) ( ) hMvJvPJ hhhh 15≤− .                                    (44) 
Доказательство. Пусть Vv∈  - произвольное управление. Пологая 
vQv hh =  в (37) и учитывая (41),(42), получим оценку (44). 
Теперь пусть hh Vv ∈  -произвольное сеточное управление. Полагая   

hhvPv =  в  (37) и учитывая  (39), (40), получим оценку (44). Лемма 2 до-
казана. 

Рассмотрим теперь вопросы сходимости разностных аппроксима-
ций (9)-(13) задачи (1)-(4) при 0→h . Пусть при каждом ( )21 ,hhh =  и 

при соответствующей сетке ω  с помощью какого-либо метода миними-
зации [10] получены приближенные значения  hhJ ε+∗   нижних граней  

( ) }:inf{ hhhhh VvvJJ ∈=∗   функций ( )hh vJ   на  hV  и найдены сеточные уп-
равления  hh Vv ∈ε  такие, что  

( ) hhhhhhh VvJvJJ ∈+≤≤ ∗∗ εε ε ,  ,                                     (45) 
где 0≥hε  и 0→hε  при 0→h . 

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда сеточные 
задачи управления (9)-(13) аппроксимирует задачу (1)-(4) по функциона-
лу и справедлива оценка скорости сходимости 

hMJJ h 16≤− ∗∗ . 
Кроме того, если последовательность управлений { } hh Vv ⊂ε опре-

делена из условий (45), то последовательность управлений { }εhhvP  явля-
ется минимизирующей для задачи (1)-(4), справедлива оценка 

( ) hhh hMJvPJ εε +≤−≤ ∗ 170 , 
и последовательность управлений { }εhhvP  слабо в Η сходится к множест-
ву ∗V  оптимальных управлений задачи (1)-(4). 

Доказательство теоремы 3 следует из оценок (43)-(45) и из резуль-
татов работы [1, 307]. 

Рассмотрим теперь вопрос о сильной сходимости в Η  по управле-
нию разностных аппроксимаций (9)-(13). Для получения минимизирую-
щей последовательности сходящейся по норме пространства Η  к множе-
ству ∗V , воспользуемся методом регуляризации Тихонова [1, 325]. При 
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каждом h  и соответствующий сетке ω  введем сеточную функцию Тихо-
нова 

( ) ( ) hhhhhhhh VvvvJvT
h

∈+=
Η

,2α , 

где 0>hα  и 0→hα  при 0→h . Рассмотрим задачу минимизации функ-

ции ( )hh vT  на hV . При каждом 0>h  и соответствующий сетке ω  опреде-
лим сеточное управление ( )

hh Vv ∈δ  такое, что  
( ){ } ( )( ) hhhhhhhhh TvTVvvTT δδ +≤≤∈≡ ∗∗ :inf   ,                     (46) 

где 0≥hδ  и 0→hδ  при 0→h . 
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3, последователь-

ность управлений ( ){ }δ
hv  определена из условий (46), параметры hh δα ,  та-

ковы, что 0,0 ≥> hh δα , 0, →hh δα , ( ) 0/ →+ hhh εδ  при 0→h . 

Тогда последовательность управлений ( ){ }δ
hhvP  является миними-

зирующей для задачи (1)-(4) и сильно в Η сходится к множеству Ω - нор-
мальных оптимальных управлений ( ) ( ){ }{ }∗∗∗∗∗∗ ∈Ω=Ω∈= VvvvvV :inf . 
задачи (1)-(4), где ( ) 2)1(

,2

2

,2

2 )(
1−ΓΩΗ

+==Ω gfvv . 

Доказательство теоремы следует из результатов работы [1, 326]  и 
из полученных выше результатов. 
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ELLİPTİK TƏNLİK ÜÇÜN OBLASTIN SƏRHƏDİ ÜZRƏ OPTİMALLIQ KRİTERLİ 

OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİNİN FƏRQLƏR APPROKSİMASİYASI VƏ 
REQULYARLAŞDIRILMASI 

 
R.Q.TAĞIYEV, R.S.QASIMOVA 

 
XÜLASƏ 

 
İşdə xətti elliptik tənlik üçün oblastın sərhədi üzrə optimallıq kriterli optimal idarə-

etmə məsələsinə baxılır. Məsələnin fərqlər approksimasiyası qurulur, approksimasiyaların və-
ziyyətə və funksionala görə xəta qiymətləndirmələri alınır və idarəediciyə görə zəif yığılma 
isbat olunur. Approksimasiyaların Tixonov mənada  requlyarlaşdırılması prosesi aparılır. 

 
Açar sözlər: optimal idarəetmə məsələsi, elliptik tənlik, fərqlər approksimasiyasi 
 

DIFFERENCE APPROXIMATIONS AND REGULARIZATION OF OPTIMAL  
CONTROL PROBLEMS FOR ELLIPTIC EQUATIONS WITH OPTIMALITY  

CRITERION ON THE BOUNDARY 
 

R.G.TAGIYEV, R.S.GASIMOVA 
 

SUMMARY 
 

The paper studies an optimal control problem for linear elliptic equations with the op-
timality criterion for the boundary. The difference approximation of the problem has been 
built, the estimates of the accuracy of the approximation of the functional have been received 
and weak convergence of management has been proven. Tikhonov regularization of approxi-
mations has been held. 
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